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7. รายละเอียดทางวิชาการที่ได้รับจากการวิจัย 
 7.1 ความก้าวหน้าของการวิจัย ณ ช่วงเวลารายงาน 

จากการศึกษาสมบัติทางพีชคณติของฟังกเ์ลขคณิตภำยใตส้ังวัตนาการดีรคิเลตและสังวัตนาการยูนแิทรี และการกำหนดฟังก์ชัน
เลขคณิตที่ต้องการวิเคราะห์ ซึ่งไดแ้ก่ ฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป a(x,n) และb(x,n) จำกกำรท ำงำนวจิยั ณ ช่วงเวลำ
รำยงำน ผูว้จิยัไดส้ตูรกำรค ำนวณของฟังกช์นัเลขคณิตดงักล่ำว สมบตัขิองของฟังกช์นัเลขคณิตภำยใตส้ังวัตนาการดรีิคเลต
และสังวัตนาการยูนิแทรีที่จำเป็น สูตรการประมาณค่าเชิงเส้นกำกับและสมบัติที่เกีย่วข้อง และตรวจสอบความถูกต้องของสูตรการ
คำนวณของฟังก์ชันเลขคณิตในงานวิจัยโดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ภาไพทอน (แสดงรำยละเอยีด ขอ้ จ. และ ขอ้ ฉ.) และได้
น ำเสนอส่วนหนึ่งของงำนวจิยัทีง่ำนประชมุวชิำกำรระดบันำนำชำต ิThe 27th Annual Meeting in Mathematics 2023 (AMM 



Ver 01. 2018-04-20 
แบบวิจัย 09 

Page 2 of 24 

2023) and  International Conference in Number Theory and Applications 2023 (ICNA 2023) เมื่อวันท่ี 30 มิถุนายน 
2566 – 2 กรกฎาคม 2566 และได้รับการตอบรับตีพิมพ์ในวารสาร Thai Journal of Mathematics Special Issue (2023) 

ก. บทสรุปโครงการ (ภาษาไทย) 
จำนวนเต็มบวกในรูป ผลคณูของจำนวนเฉพาะ (prime factorization) จะถูกเรียกว่าจำนวนเต็มเลขช้ีกำลังคี่ ก็ต่อเมื่อ ทุกๆเลข

ช้ีกำลังของจำนวนเฉพาะที่แตกต่างกันเป็นเลขคี่ และจะกล่าวว่าจำนวนเต็มบวกนั้นเป็นจำนวนเตม็เลขช้ีกำลังคู่ก็ต่อเมื่อ ทุกๆเลขช้ี
กำลังของจำนวนเฉพาะที่แตกต่างกันเป็นเลขคู่ ในงานวิจัยนี้จะศึกษาปัญหาเกี่ยวกับการนับของจำนวนเต็มที่เป็นจำนวนกึ่งเฉพาะกับ 
จำนวนเต็มเลขช้ีกำลังคี่และจำนวนเต็มเลขช้ีกำลังคู่ การนับของจำนวนเต็มที่เป็นจำนวนเฉพาะสัมพทัธ์กับจำนวนเต็มเลขช้ีกำลังคี่และ
จำนวนเต็มเลขช้ีกำลังคู่ สมบัติทางพีชคณิตภำยใตส้ังวัตนาการดีริคเลตและสังวัตนาการยูนิแทรี และการประมาณค่าเชิงเส้นกำกับ  

ข. บทสรุปโครงการ (ภาษาอังกฤษ) Abstract 
       An exponentially even integer is a positive integer whose prime factorization contains only even prime 
powers, while an exponentially odd integer is a positive integer whose prime factorization contains only odd prime 
powers. We investigate here the problem of counting the number of positive integers that are semi-prime or 
relatively prime to an exponentially even integer, and to an exponentially odd integer. Basic properties and 
asymptotic formula of the functions involved are established.  

ค. บทนำ (Introduction) 
 ฟังก์ชันเลขคณิต (Arithmetic Functions) [1], [16] คือฟังก์ชันค่าเชิงซ้อนท่ีมีเซตของจำนวนเต็มบวกเป็นโดเมน ใน
การศึกษาผลงานวิจัยครั้งนี้ จะให้  แทนเซตของฟังก์ชันเลขคณติ ผลบวก ผลคณูสามัญ สังวัตนาการดีริคเลต (Dirichlet 
Convolution) และ สังวัตนาการยูนิแทรี (Unitary Convolution) ของฟังกช์นัเลขคณิต ,f g ก ำหนดควำมหมำยตำมล ำดบั
ดงันี้ 
 

|

||

(f g)(n) f(n) g(n)
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เมื่อ d|n แทน สญัลกัษณ์ d ทีห่ำร n ลงตวั และ สญัลกัษณ์ d||n แทน d ทีเ่ป็นตวัหำรยนูิแทรขีอง n กล่ำวคอื d หำร n ลง
ตวั และ ห.ร.ม.ของ d และ n/d คอื 1 ฟังกช์นั ( )I n เรยีกว่ำ ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ (Identity Function) นิยำมโดย  

1, 1
( )

0, 1

n
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n

=
=  
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โดยส ำหรบั f จะไดว้่ำ (I* f) (f* I) f= =  และ (I f) (f ) fI= =  และส ำหรบัฟังก์ชันเลขคณิต 

f \ {0} จะเรียก f ว่ำฟังก์ชันแยกคูณ (Multiplicative function) ก็ต่อเมื่อ ( ) ( ) ( )f mn f m f n= สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก 
m และ n โดยที่ ห.ร.ม ของทั้งสองจำนวนคือ 1  
 ใน [1] และ [5] ได้พิสูจน์ว่า   

- (, +, *) เป็นโดเมนเชิงจำนวนเตม็ (Integral domain)  

- (, +, ) เป็นริงสลับท่ีกับตัวหารของศูนย์  
- สังวัตนาการดีริคเลตของสองฟังก์ชันแยกคูณ เป็นฟังก์ชันแยกคูณ 
- สังวัตนาการยูนิแทรีของสองฟังก์ชันแยกคูณ เป็นฟังก์ชันแยกคูณ 
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อีกหนึ่งฟังก์ชันแยกคูณที่มีผู้ศึกษาสมบัตติ่างๆไว้อย่างมาก คือ ฟังก์ชันฟีออยเลอร์ (Euler Phi function) [1] ( )n นิยามโดย 
จ ำนวนของจ ำนวนเตม็บวก k ≤ n โดยที ่(k, n) = 1 เมื่อ (k, n) แทนตวัหำรร่วมมำก (ห.ร.ม.) ของ k และ n ซึง่เป็นทีท่รำบ
โดยทัว่กนัว่ำสำมำรถแสดงควำมสมัพนัธข์องฟังก์ชันฟีออยเลอรไ์ด้ดังนี้  

|
(k,n) 1

( ) 1 (d)
k n d n

n
n

d
 
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= =  
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โดยเรยีก  ว่ำฟังกช์นัเลขคณิตเมอบอิุส (Möbius function) นิยำมโดย  

1 2

1, 1

( ) ( 1) , ...

0,

k
k

n

n n p p p

otherwise



=


= − =



 

โดยที ่ ip เป็นจ ำนวนเฉพำะทีแ่ตกต่ำงกนั 
อกีหนึ่งตวัด ำเนินกำรของฟังกช์นัเลขคณิตคอื ไบสังวัตนาการยนูิแทรี (Bi-Unitary convolution) [11] นิยามโดยสำหรับ

ฟังก์ชันเลขคณิต ,f g  

=

 = 
|

(d,d/n)** 1

( )(n) ( ) (n/ d)
d n

f g f d g  

โดยที่ **(m,n) คือ ตวัหำรร่วมยนูิแทรมีำกทีสุ่ดของ m และ n  
ในกำรศกึษำงำนวจิยัในครัง้นี้ไดศ้กึษำและรวบรวมงำนวจิยัทีเ่กีย่วขอ้งกบัฟังกช์นัฟีออยเลอร์รวมถึงสมบัติที่เกีย่วข้อง
ดังต่อไปนี้  

 1. ภำพผกผนัของฟังกช์นัฟีออยเลอร ์ (Inverse Image of Euler Phi function)  −1 (m)  [13] นิยำมโดย 

  − =  =1 (m) | ( )n n m  โดยใน [13] ไดศ้กึษำควำมสมัพนัธข์องภำพผกผนัของฟังกช์นัฟีออยเลอรก์บั

จ ำนวนเฉพำะดงันี้ ถำ้ p เป็นจ ำนวนเฉพำะ ≥ 5 และ 2p+1 เป็นจ ำนวนเฉพำะแลว้ 

 − = + +1 (p) 2 1,4 2p p  
 

 2. ฟังกช์นัเลอชอ็งดร ์(Legendre Function) [5] (x, )n  นิยำมโดย ส ำหรบัจ ำนวนจรงิ x ≥1 ฟังกช์นัเลอชอ็งดรค์อื

จ ำนวนเตม็ k ≤ x และ (k, n) = 1 ซึง่สำมำรถแสดงควำมสมัพนัธไ์ดด้งันี้  

|
(k,n) 1

(x, ) 1 (d)
k x d n

x
n

d
 


=

 
= =

  
   

โดยที ่ ( , ) ( )n n n = นอกจำกนี้ใน [2] ยงัมกีำรแสดงควำมสมัพนัธข์องฟังกช์นัเลอชอ็งดร ์กบัฟังก์ชันฟีออยเลอร์ดงันี้ 
( )

(x, ) ( (n))
x n

n
n


  = +  

เมื่อ (n)  คอื จ ำนวนของตวัหำรของ n ทีเ่ป็นก ำลงัสองเสร ี (square free number) และ (n) คอื  
Big-O ของ n  
 3. ส ำหรบัจ ำนวนนับ a และ b ก ำหนดให ้ (a,b) * คอืตวัหำรร่วมทีม่ำกทีสุ่ดของ a ทีซ่ึง่เป็นตวัหำรยนูิแทรขีอง b 
ดว้ย ถำ้ (a,b)* 1= แลว้จะเรยีก a ว่ำเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะ (Semiprime) กบั b ใน [2] ไดใ้หค้วำมหมำยของฟังกช์นั 
* ( )n คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ n และเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบั n และไดพ้สิจูน์ว่ำ 



Ver 01. 2018-04-20 
แบบวิจัย 09 

Page 4 of 24 

           1
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* ( ) ( ) ( )( )
d n

n
n d n

d
    

= = 
 

        

โดยที ่    ( )( ) ( 1) nn  = −        
เมื่อ ( )n คอืจ ำนวนตวัประกอบเฉพำะทีแ่ตกต่ำงกนัของ n โดย (1) 0 =  [19] และ 1 ( )n n =    
นอกจำกนี้ใน [2] ยงัไดพ้สิจูน์อนัดบัเฉลีย่ (Average order) ของ * ( )n นัน่คอื   

2
21

* ( ) 1 (xlog x)
2 ( 1)n x p

x
n

p p
 



 
= − + 

+ 
   

 

 4. ใน Rao [9] ไดใ้หค้วำมหมำยของฟังกช์นั (n)k คอื จ ำนวนเตม็บวก m ≤ n โดยที ่ | (m,n)ka  ส ำหรบับำง
จ ำนวนนับ a > 1 และจ ำนวนนบั k ฟังกช์นัดงักล่ำวสำมำรถเขยีนไดใ้นรปู 

|

(n) ( )k k
d n

n
d
d

   
=  

 
  

เมื่อ k คอืฟังกช์นัคล ี นิยำมโดย 1/( ) (n )kk n = เมื่อ 1/n k เป็นจ ำนวนเตม็และ ( ) 0k n = ส ำหรบักรณีอื่นๆ 
([8], [15], [16])  โดยที ่ 1 = และ 1 =  นอกจำกนี้ Satyanarayana [14] ยงัศกึษำอนัดบัเฉลีย่ของ (n)k นัน่คอื  

2

(n) (xlogx)
2 (2k)k

n x

x
 



= +  

เมื่อ  คอืฟังกช์นัซตีำของรมีนั (Riemann zeta function) 
 5. ก ำหนดให ้k เป็นจ ำนวนนับทีม่ำกกว่ำเท่ำกบั 2 ถำ้ n ไม่มตีวัประกอบเฉพำะทีม่ภีำวะซ ้ำทีน้่อยกว่ำ k จะเรยีก k 
ว่ำเป็น k-เตม็ (k-full) และให ้ kQ แทนเซตของจ ำนวนเตม็ k-เตม็ ใน [3] ไดใ้หน้ิยำม ˆ (n)k คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ n ทีซ่ึง่
เป็นจ ำนวนเฉพำะสมัพทัธก์บัตวัหำรทีม่ำกทีสุ่ดของ n ทีอ่ยูใ่นเซต kQ และพสิจูน์ว่ำฟังกช์นัดงักล่ำวแสดงควำมสมัพนัธไ์ด้
ดงันี้ 
     

    
||

ˆ ˆ(n) ( )k k
d n

n
d
d

   
=  

 
             (1) 

   
เมื่อ 

1,
ˆ (p ) 1, 1

0,

a

a
k

if a kp

if a

otherwise



= +


= − =



 

สำหรับจำเฉพาะ p นอกจำกน้ีใน [3] ยงัศกึษำอนัดบัเฉลีย่ของ ˆ (n)k นัน่คอื  
2

2
2 2

1 1ˆ (n) 1 (xlog x)
2k k

n x p

x

p p
 

+


 
= − + + 

 
   

 6. ก ำหนดให ้k เป็นจ ำนวนนับ ในปี 1964, Cohen [4] ไดใ้หค้วำมหมำยของ 
* ( )k n คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ n และ

เป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบัตวัหำรยนูิแทรทีีม่ำกทีสุ่ดของทีอ่ยูใ่นเซต kQ และยงัพสิจูน์ว่ำ  



Ver 01. 2018-04-20 
แบบวิจัย 09 

Page 5 of 24 

*

||

( ) ( )k k
d n

n
n d

d
   

=  
 

  

เมื่อ  
1, 1

(p )
0,

a
k

a k

a k


−  
=  


 

ส ำหรบัจ ำนวนเฉพำะ p โดยที ่ 2 = และ lim k
k

 
→

= ดงันัน้ 

*

|| ||

lim ( ) lim ( ) ( ) * ( )k k
k k d n d n

n n
n d d n

d d
   

→ →

   
= = =   

   
   

นอกจำกนี้ [4] ยงัศกึษำอนัดบัเฉลีย่ของ * ( )k n นัน่คอื  
2

* 2
3

1

( ) ( )
( ) (xlog x)

2
k

k
n x n

n nx
n

n

 
 



 =

= +   

 7. ส ำหรบัจ ำนวนนับ a, b และ k ก ำหนดให ้ (a,b)k คอืตวัหำรร่วมทีม่ำกทีสุ่ดทีย่กก ำลงั k ถำ้ (a,b) 1k =  จะเรยีก 
a ว่ำเป็นจ ำนวนเฉพำะสมัพทัธก์ ำลงั k กบั b (Relatively k-prime) ในปี Suryanarayana [17] ไดใ้หค้วำมหมำยของฟังกช์นั
(x,n)k คอื จ ำนวนเตม็บวก≤ x ทีซ่ึง่เป็นจ ำนวนเฉพำะสมัพทัธก์ ำลงั k กบั n และไดพ้สิจูน์ว่ำ  

|
(m,n) 1

(x, ) 1 (d)

k

k k
m x d n

x
n

d
 


=

 
= =

  
   

โดยที ่ (n, ) ( )k kn n = และ 1 (x, ) (x, )n n =  
 8. ก ำหนดให ้n เป็นจ ำนวนนับ จะกล่ำวว่ำ n เป็นจ ำนวนเตม็เลขชีก้ ำลงัคี ่(Exponentially odd integer) ถำ้ n เขยีน

ในรปูกำรแยกตวัประกอบเฉพำะไดด้งันี้ 1
1

soo
sn p p=  ส ำหรบัแต่ละจ ำนวนเฉพำะ ip  และ io เป็นจ ำนวนเตม็คี ่และ

ให ้ oE แทนเซตของจ ำนวนเตม็เลขชีก้ ำลงัคี ่(Exponentially odd integer) สงัเกตว่ำ on E กต็่อเมื่อตวัหำรยนูิแทรกี ำลงั
สองทีม่ำกทีสุ่ดของ n คอื 1 ดงันัน้ 1 oE  ใน [2] มกีำรพสิจูน์ว่ำ 

||

( ) ( ) (n/ d) ( )(n)o o
d n

K n d   = =  

เมื่อ o คอืฟังกช์นัลกัษณะเฉพำะ oE (Characteristic function of oE )  และ  

( ),
( )

0,

n n is square
K n

otherwise


= 


    (2) 

โดย K เป็นฟังกช์นัแยกคณู Rao [10] ไดข้ยำยผลกำรศกึษำจำกควำมสมัพนัธข์ำ้งตน้และสมกำร (1) ดงันี้ ก ำหนดให ้a, b 

และ k เป็นจ ำนวนนับ ให ้ *(a,b )k k แทนตวัหำรยนูิแทรกี ำลงั k ทีม่ำกทีสุ่ดของ 
kn และ m โดยที ่ * *

1(a,b) (a,b)= และ

ใหฟั้งกช์นั * (n)k คอืจ ำนวนเตม็บวก m ≤ kn โดย *(m,n ) 1k
k =  ใน [2] ยงัพสิจูน์ว่ำ  

*

||

(n) ( )
k

k
d n

n
d
d

   
=  

 
  

โดยที ่ * *
1 (n) (n) =  
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 9. ก ำหนดให ้ n เป็นจ ำนวนนับและ  = **(a,b) max | d || a,d || bd  ฟังกช์นัไบยนูิแทรอีอยเลอร ์ [7] 

 ** (n)  นิยำมโดย จ ำนวนเตม็บวก m ≤ n โดยที ่ =**(m,n) 1  โดย Laszlo Toth [7] ยงัพสิจูน์ว่ำ 

       = **

||

(n) (d) (n/ d,d)
d n

 

 10. ก ำหนดให ้n เป็นจ ำนวนนบัและ A(n) เป็นสบัเซตของเซตของตวัหำรทัง้หมดของ n ก ำหนดให ้ ,k(m,n) A แทน

ตวัหำรของ m ทีม่ำกทีสุ่ดทีอ่ยูใ่นรปู kb และ  ( )kb A n  ส ำหรบับำงจ ำนวนเตม็ b ใน [12] ไดใ้หน้ิยำมฟังกช์นัเลอช็
องดรท์ัว่ไป (the generalized Legendre totient function)  , (x,n)A k  ดงันี้  , (x,n)A k แทนจ ำนวนเตม็บวก m ≤ x โดย

ที ่ =,k(m,n ) 1k
A ใน [12] ยงัแสดงว่ำ  

 


 
=  

 
,
( )

(x,n) ( )
k

k

A k A k
d A n

x
d
d

 

เมื่อ =  (n) {d 0 | d A(n )}k k
kA  และ  (n)

kA
= 0 หรอื -1 เมื่อ = akn p ส ำหรบัจ ำนวนเฉพำะ p. 

 11. ก ำหนดให ้n เป็นจ ำนวนนับและ (m,n) แทนตวัหำรยนูิแทรทีีม่ำกทีสุ่ดของ m ทีห่ำร n ลงตวั ใน [6] ได้
นิยำมฟังกช์นั  (n)  คือ จ ำนวนนบั m ≤ n โดยที ่  =(m,n) 1และไดศ้กึษำภำพผกผนัของฟังกช์นัดงักล่ำวมนีิยำม
ดงันี้   

  −
=  =1 (m) | (n)n m  

โดยใน [6] ไดศ้กึษำควำมสมัพนัธข์อง  (n)  และ 
−1 (m)กบัจ ำนวนเฉพำะไดส้มบตัิที่ส  ำคญัดงันี ้

• ถำ้ n = pm และ p เป็นจ ำนวนเฉพำะ แลว้   = −(n) (p 1) (m)  
• ถำ้ n = pm และ p เป็นจ ำนวนเฉพำะโดยที ่(p,m)=1 แลว้   =(n) (m)p  

• ถำ้ p เป็นจ ำนวนเฉพำะ ≥ 5 และ 2p+1 เป็นจ ำนวนเฉพำะแลว้ 

 −
 = + +1 (2p) 2 1,4 2p p  

 12. ก ำหนดให ้n เป็นจ ำนวนนบั และ 1 1
1 1

s roo e e
s rn p p q q=   เมื่อ ,i jp q คอืจ ำนวนเฉพำะ io คอืจ ำนวน

เตม็บวกคี ่และ je คอืจ ำนวนเตม็บวกคู่ ให ้ ( )n คอื e-odd part และ ( )n คอื e-even part ของ n กล่ำวคอื  

1
1

( )
1

soo
sp p if s

n
if there is no such s


   

= 


 

และ 
1
1

( )
1

re e
rq q if r

n
if there is no such r


   

= 


 

ใน [18] ไดก้ ำหนดฟังกช์นัฟีคี ่ (Odd-phi Function) * ( ;n)  คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ n  และเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบั 
( )n  และฟังกช์นัฟีคู่ (Even-phi Function) * ( ;n)  คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ n  และเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบั ( )n  

ใน [18] ยงัไดพ้สิจูน์ว่ำ  

||

* ( ;n) ( )
d n

n
T d

d
   

=  
 

  และ 
||

* ( ;n) K( )
d n

n
d
d

   
=  

 
  
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เมื่อฟังกช์นั K นิยำมโดย (2) และ T นิยำมโดย  

1,

T(p ) 0,

1, 0

a

a is odd

a is even

a

−


= 
 =


 

ส ำหรบัจ ำนวนเฉพำะ p 
 ในกำรศกึษำงำนวจิยัในครัง้นี้ทำงผูว้จิยัก ำหนดฟังกช์นัซึง่สอดคลอ้งและขยำยฟังกช์นัทีเ่กีย่วขอ้งกบัฟังก์ชันฟีออย
เลอร์ทีก่ล่ำวขำ้งตน้ดงัต่อไปนี้  
 - ฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป * ( ; x,n)  คอื จ ำนวนเตม็บวก ≤ x และเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบั ( )n    
 - ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป * ( ; x,n)   คอื จ ำนวนเตม็บวก ≤ x และเป็นจ ำนวนกึง่เฉพำะกบั ( )n  
 - a(x,n) คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ x และ เป็นจ ำนวนเฉพำะสมัพทัธก์บั ( )n  
 - b(x,n) คอืจ ำนวนเตม็บวก ≤ x และ เป็นจ ำนวนเฉพำะสมัพทัธก์บั ( )n  
สำมำรถแสดงเป็นสญัลกัษณ์ไดด้งัต่อไปนี้ 
 

( , ( ))* 1

* ( ; x,n) 1
m x
m n

 


=

=     

( , ( ))* 1

* ( ; x,n) 1
m x
m n

 


=

=   

 

( , ( )) 1

(x,n) 1
m x
m n

a




=

=    

( , ( )) 1

b(x,n) 1
m x
m n


=

=   

ง. วัตถุประสงค ์(Objectives) 
1. เพื่อศึกษาสมบัติทางพีชคณิตของฟังกเ์ลขคณิตภำยใตส้ังวัตนาการดีริคเลตและสังวัตนาการยูนิแทรี 

2. เพื่อหำสตูรในกำรค ำนวณของฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป a(x,n) และb(x,n) ภำยใตส้ังวัตนาการดรีิคเลต และสังวัต
นาการยูนิแทร ี

3. เพื่อศึกษาสมบัติการประมาณคา่เชิงเส้นกำกับ (Asymptotic Formula) ของฟังก์ชันเลขคณิต  
4. เพื่อสตูรกำรประมำณค่ำเชงิเสน้ก ำกบั (Asymptotic Estimate) ของฟังกช์นัฟีคูท่ ัว่ไป ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป a(x,n) และb(x,n)  
5. เพื่อตรวจสอบควำมถูกตอ้งทำงทฤษฎใีนเชงิตวัเลขของฟังกช์นัเลขคณิต 
 

จ. วิธีการทดลองและวิจัย (Materials & Methods) 
 สมบัตเิบื้องต้นของฟังก์ชันเลขคณติภำยใตส้ังวัตนาการดีริคเลตและสังวัตนาการยูนิแทรี สมบตัิของจำนวนกึ่งเฉพาะ 
(Semiprime) และสมบตัิทางพีชคณิตที่เกีย่วข้องสำหรับการหาสูตรในการคำนวณ ฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป 
a(x,n) และ b(x,n) มดีงันี้ 
Lemma 1. Let a, b be positive integer whose unique prime representations are so arranged as 

=  1 1
1 1

u vBB y y
a u va k p p q q  and  =  1 1

1 1
u vbb Y Y

b u vb k p p q q  
Where ,i jp p are distinct prime and ,ka bk  are positive integer such that  

= = = = =1 gcd(k ,k ) gcd(k ,p ) gcd(k ,q ) gcd(k ,p ) gcd(k ,q ),a b a i a j b i b j  

  = =, y (i 1,...,u; j 1,..., v)i i j jb B Y  
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Then    A)  
 

= 


1
1*

int .
( , )

1 int .

ubb
up p if there is such an eger u

a b
if there is no such an eger u

 

  B) =  =* *( , ) ( / , / ) 1.a b a b  
 Proof.  

A) If  either a or b is equal to 1, then the result is trivial. Henceforth, assume that both a and b are >1. 
If  here is no such u ∈ ℕ, then a = mq1

x1 ⋯ qv
xv ,b = nq1

y1 ⋯ qv
yv where yj > xj(j = 1, … , v). Clearly, the 

greatest divisor of a which is a unitary divisor of b in this case is 1. 
If there is such a  u ∈ ℕ, then  a = kap1

a1 ⋯ 𝑝u
auq1

x1 ⋯ qv
xv , b = kbp1

b1 ⋯ pu
buq1

y1 ⋯ qv
yv , where bi ≤

ai(ⅈ = 1, … , u) and yj > xj(j = 1, … , v). he greatest divisor of a which is a unitary 
divisor of b in this case is p1

b1 ⋅ ⋯ pu
bu . 

B)  follows immediately from the result and proof in part A). 

Lemma 2. Let a, m, n be positive integer. If = =* *( ,m) 1 ( ,n)a a then =*( ,mn) 1.a  
 Proof. Let the unique prime representation of a be 
 𝑎 = 𝑞1

𝛼1 ⋯ 𝑞𝑣
𝛼𝑣 , 

     Where 𝑞𝑗(𝑗 = 1, … , 𝑣) are distinct primes and each 𝛼𝑗 ∈ ℕ. 
If (𝑎, 𝑚)∗ = 1 = (𝑎, 𝑛)∗  then Lemma 1 indicates that the integer m and n must be of the 
form 
 𝑚 = 𝑘𝑚𝑞1

𝛽1 ⋯ 𝑞𝑤
𝛽𝑤  or  𝑚 = 𝑘𝑚 

 and 
 𝑛 = 𝑘𝑛𝑞1

𝛾1 ⋯ 𝑞𝑢
𝛾𝑢  or  𝑛 = 𝑘𝑛 

for some 𝑤, 𝑢 ∈ {1, … , 𝑣} and the remaining positive integers satisfy 𝛽𝑖  >   𝛼𝑖 ,  𝛾𝑗  >  𝛼𝑖  , gcd(𝑘𝑚  , 𝑞𝑖) =

gcd(𝑘𝑛 , 𝑞𝑗) = 1 The product 𝑚𝑛 either contains a prime factor 𝑞𝑗 of power >   𝛼𝑖or does not contain 
such a prime factor. In either case, Lemma 1 implies that  (𝑎, 𝑚𝑛)∗ = 1. 

 
 

Lemma 3. If =gcd(m,n) 1 and =*( ,mn) 1a then = =* *( ,m) 1 ( ,n) .a a  
 Proof. Let the unique prime representation of a be 
 𝑎 = 𝑞1

𝛼1 ⋯ 𝑞𝑣
𝛼𝑣 , 

     Where 𝑞𝑗(𝑗 = 1, … , 𝑣) are distinct primes and each 𝛼𝑗 ∈ ℕ. 
 
If 𝑔𝑐 ⅆ(𝑚, 𝑛) = 1  and (𝑎, 𝑚𝑛)∗ = 1 ,then by Lemma 1 

𝑚 = 𝑘𝑚𝑞1
𝛿1 ⋯ 𝑞𝑦

𝛿𝑦    𝑜𝑟   𝑚 = 𝑘𝑚 

and  

𝑛 = 𝑘𝑛𝑞𝑦+1

𝛿𝑦+1 ⋯ 𝑞𝑧
𝛿𝑧    𝑜𝑟   𝑛 = 𝑘𝑛 

For some 𝑦, 𝑧 ∈ {1, … , 𝜈} with 𝑦 + 𝑧 ≤ 𝑣 and the remaining positive integers satisfy 𝛿𝑖 >

𝛼𝑖 , gcd(𝑘𝑚, 𝑞𝑖) = gcd(𝑘𝑛, 𝑞𝑗) = gcd(𝑘𝑚, 𝑘𝑛) = 1. The product 𝑚𝑛 either contains a prime factor 𝑞𝑗 of 
power > 𝛼𝑗 , or does not contain such a prime factor. In either case, Lemma 1 
implies that (𝑎, 𝑚)∗ = 1 =  (𝑎, 𝑛)∗. 

Lemma 4.  Assume that 𝑔𝑐ⅆ(𝑎, 𝑚) = (𝑎, 𝑚)∗ = 𝑞1
𝑎1 ⋯ 𝑞𝑣

𝑎𝑣 for distinct primes 𝑞𝑖 and each 𝑎𝑖 ∈ ℕ. Then 
by the definitions of 𝑔𝑐ⅆ(𝑎, 𝑚) and (𝑎, 𝑚)∗, we have 
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*

p p

gcd(a,m) = (a,m) either i) a or m equals 1

ii) ord (a) ord (m) for primes p |gcd(a,m).




 

Lemma 5. For a fixed positive integer a, the function *( ,n)a is multiplicative in n.  
Proof. Let 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ be relatively prime and let (𝑎, 𝑚𝑛)∗ =  1 ∈ ℕ. By Lemma 1 B), we have 
(𝑎/𝑙, 𝑚𝑛/𝑙)∗ = 1. Since gcd(𝑚, 𝑛) = 1, there exist 𝑙1, 𝑙2 ∈ ℕ such that 

𝑙 = 𝑙1𝑙2,  𝑙1|𝑚, 𝑙2|𝑛, gcd(𝑙1, 𝑙2) = gcd (𝑚/𝑙1, 𝑛/𝑙2) = 1. 
Lemma 2 B) thus yields (𝑎 𝑙⁄ , 𝑚 𝑙1⁄ )∗ = 1 = (𝑎 𝑙⁄ , 𝑛 𝑙2⁄ )∗. Invoking upon Lemma 1 B), we get(𝑎

𝑙2
, 𝑚)

∗
=

𝑙1 and (𝑎 𝑙1⁄ , 𝑛)∗ =  𝑙2. Next, from Lemma 1 A), we have (𝑎 𝑙2⁄ , 𝑚)∗ = (𝑎, 𝑚)∗ and (𝑎 𝑙1⁄ , 𝑛)∗ =

(𝑎, 𝑛)∗ and consequently, (𝑎, 𝑚𝑛)∗ = 𝑙1𝑙2 = (𝑎, 𝑚)∗ ⋅ (𝑎, 𝑛)∗.   

Lemma 6. Let ,e oE E be the respective set of exponentially even and exponentially odd integers, whose 

characteristic function are  ,e o , respectively. Then 

  =e o U   and   = eT U  

Proof. To verify the first relation, we start with (𝜒𝑒 ⊔  𝜒𝑜)(1) = 𝜒𝑒(𝟏)𝜒𝑜(1) = 1 = 𝑈(1). For 𝑛 > 1 , 
since 𝜒𝑒and  𝜒𝑜  are clearly multiplicative, it suffices to verify at prime powers pa, i.e., to show that  
(𝜒𝑒 ⊔  𝜒𝑜)(𝑝𝑎) = 𝑈(𝑝𝑎) and this follows from 

(xe ⊔ x0)(Pa) = 𝑥𝑒(1)𝑥𝑜(𝑝𝑎) + 𝑥𝑒(𝑝𝑎)𝑥𝑜(1) = {
1 + 0 = 1  𝑖𝑓 𝑎 𝑖𝑠 𝑜ⅆⅆ
0 + 1 = 1  𝑖𝑓 𝑎 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

 = U(𝑝𝑎) 

To prove the second relation, we first verify (𝑇 ⊔ 𝑼)(𝟏) = 𝑻(𝟏)𝑼(𝟏) = 𝟏 = 𝑿𝒆(𝟏). For n > 1, 
since 𝑇 and 𝑈 are multiplicative, it suffices to verify at prime powers, i.e., to show that 
(𝑇 ⊔ 𝑼)(𝑃𝑎) = 𝑈(𝑃𝑎) and this follows from 

(𝑇, 𝑈)(𝑝𝑎) = 𝑇(1) + 𝑇(𝑝𝑎) = {
1 − 1 = 0  𝑖𝑓 𝑎 𝑖𝑠 𝑜ⅆⅆ
1 + 0 = 1  𝑖𝑓𝑎 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

= 𝜒𝑒(𝑝𝑎). 

Lemma 7. Let ,f g be arithmetic functions. Then 

=   =  of g T g f   and   =   =  ef g K g f  

Proof : By Lemma 6, we have 
𝑓 = 𝑔 ⊔ 𝑇 ⟺  𝑓 ⊔ 𝑈 = 𝑔 ⊔ 𝜒𝑒 ⟺  𝑓 ⊔ 𝜒𝑜 ⊔ 𝑈 = 𝑔 ⊔ 𝑈 ⟺  𝑓 ⊔ 𝜒𝑜 = 𝑔, 

which is the first relation. The proof of the second relation is similar, i.e., from Lemma 6, we have 
𝑓 = 𝑔 ⊔ 𝐾 ⟺  𝑓 ⊔ 𝑈 = 𝑔 ⊔ 𝜒𝑜 ⟺  𝑓 ⊔ 𝜒𝑒 ⊔ 𝑈 = 𝑔 ⊔ 𝑈 ⟺  𝑓 ⊔ 𝜒𝑒 = 𝑔. 

 
         สมบัติเบื้องต้นที่ใช้ในการหาสูตรการประมาณค่าเชิงเส้นกำกับของ ฟังก์ชันฟีคู่ทั่วไป ฟังก์ชันฟีคี่ท่ัวไป a(x,n) และ 
b(x,n) ดังนี ้
Lemma 8. Let the functions  T and K  defined as above. Then  

• the sum ∑ T(n)φ(n)/n3∞
n=1   converges absolutely to  

∏ prⅈme (1 − p (p2 + 1)(p + 1));⁄
p

 

• the sum  ∑ 𝐾(𝑛)𝜑(𝑛)/𝑛3∞
𝑛=1   converges absolutely to  

∏ 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 (1 − 1 𝑝(𝑝 + 1)(⁄ 𝑝2 + 1)).
𝑝

 

Proof. Since |𝑇(𝑛)| ≤ 1 and 𝜑(𝑛) < 𝑛, the sum ∑ 𝑇(𝑛)𝜑(𝑛) 𝑛3⁄∞
𝑛=1  is absolutely convergent. Since the 

function  𝑇(𝑛) 𝜑(𝑛) 𝑛3⁄  is multiplicative, by [1, Theorem 11.6], we have the 
representation 

∑
𝑇(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3

∞

𝑛=1

=  ∏ {1 +
𝑇(𝑝)𝜑(𝑝)

𝑝3
+

𝑇(𝑝2)𝜑(𝑝2)

𝑝6
+ ⋯ }

𝑝

  . 
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The function 𝑇 only takes non-zero value, being -1 at odd prime powers, and so a typical term in the 
product is of the form 

1 + ∑
𝑇(𝑝2𝑗−1)𝜑(𝑝2𝑗−1)

𝑝3(2𝑗−1)

∞

𝑗=1

= 1 − ∑
𝑝(𝑝 − 1)

𝑝4𝑗

∞

𝑗=1

= 1 −
𝑝

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)
 . 

The proof of the second sum is similar. 
Lemma 9.  Let 𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 ≥ 2, let  𝑓 ∈ 𝐴, and let 𝑣(𝑛) be the number of square-free divisors of 𝑛  Assume 
that |𝑓(𝑛)| ≤ 1(𝑛 ∈ ℕ). Then 

 
∑

𝑓(𝑛)𝑣(𝑛)

𝑛𝑛≤𝑥 = 𝑂(𝑙𝑜𝑔2𝑥)   and ∑ 𝑓(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3𝑛>𝑥 = 𝑂(1 𝑥)⁄  
Proof. Consider 
  

|∑
𝑓(𝑛)𝑣(𝑛)

𝑛
𝑛≤𝑥

| ≤ ∑
𝑣(𝑛)

𝑛
𝑛≤𝑥

≤ ∑
𝜎0(𝑛)

𝑛
= 𝑂(𝑙𝑜𝑔2𝑥) ,

𝑛≤𝑥

 

where the last equality follows from [1, exercise 2 p. 70]. To prove the second equation, consider 

|∑
𝑓(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3

𝑛>𝑥

| ≤ ∑
𝜑(𝑛)

𝑛3
≤ ∑

1

𝑛2
= 𝑂(1 𝑥) ,⁄

𝑛>𝑥𝑛>𝑥

 

where the last equality follows from [1, Theorem 3.2 (c)]. 
Lemma 10.  Let 𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 ≥ 2, let  𝑓 ∈ 𝐴, and let 𝑣(𝑛) be the number of square-free divisors of n  Assume 
that |f(n)| ≤ 1(n ∈ ℕ). Then 
 

∑ ∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝑑‖𝑛

= 𝑥 ∑
𝑓(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3
+ 𝑂(𝑙𝑜𝑔2𝑥)

𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

 

  and 

∑ ∑ 𝑓(ⅆ){𝑥 ⅆ⁄ } = 𝑂(𝑥 log 𝑥).

𝑑‖𝑛𝑛≤𝑥

 

Proof. Consider 

∑ ∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝑑‖𝑛𝑛≤𝑥

= ∑ ∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝑑𝛿=𝑛

(𝑑,𝛿)=1
𝑛≤𝑥

= ∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝑑≤𝑥

∑ 1 =

𝛿≤𝑥 𝑑⁄
(𝑑,𝛿)=1

∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝜑(𝑥 ⅆ, ⅆ) ,⁄

𝑑≤𝑥

 

Using Cohen’s estimate in [3], we get 

∑
𝑓(ⅆ)

ⅆ
𝑑≤𝑥

𝜑 (
𝑥

ⅆ
, ⅆ) = 𝑥 ∑

𝑓(ⅆ)𝜑(ⅆ)

ⅆ3

𝑑≤𝑥

+ 𝑂 (∑
𝑓(ⅆ)𝑣(ⅆ)

ⅆ
𝑑≤𝑥

) 

= 𝑥 ∑
𝑓(ⅆ)𝜑(ⅆ)

ⅆ3

𝑑≤𝑥

+ 𝑂 (∑
𝜎0(ⅆ)

ⅆ
𝑑≤𝑥

) 

= 𝑥 ∑
𝑓(ⅆ)𝜑(ⅆ)

ⅆ3

𝑑≤𝑥

+ 𝑂(𝑙𝑜𝑔2𝑥), 

where the last equality follows from [1, exercise 2 p. 70]. To prove the second equation, we proceed similarly 
from 

|∑ ∑ 𝑓(ⅆ)

𝑑‖𝑛

{
𝑥

ⅆ
}

𝑛≤𝑥

| < ∑ ∑ |𝑓(ⅆ)|

𝑑𝛿=𝑛
(𝑑,𝛿)=1

𝑛≤𝑥

= ∑|𝑓(ⅆ)|

𝑑≤𝑥

∑ 1 = ∑|𝑓(ⅆ)|𝜑(𝑥 ⅆ, ⅆ)⁄

𝑑≤𝑥𝛿≤𝑥 𝑑⁄
(𝑑,𝛿)=1

 

= 𝑥 ∑
|𝑓(ⅆ)|𝜑(ⅆ)

ⅆ2

𝑑≤𝑥

+ 𝑂 (∑|𝑓(ⅆ)|𝑣(ⅆ)

𝑑≤𝑥

) ≤ 𝑥 ∑
𝜑(ⅆ)

ⅆ2

𝑑≤𝑥

+ 𝑂 (∑ 𝜎0(𝑛)

𝑑≤𝑥

) = 𝑂(𝑥 log 𝑥) . 
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Lemma 11. Let 𝑥 ∈ ℝ , 𝑥 ≥ 2. Then 

∑
𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
𝑛≤𝑥

≥
𝑥

𝜍(2)
+ 𝑂(log 𝑥) 

and 

∑
𝜑(𝛽(𝑛))

𝛽(𝑛)
𝑛≤𝑥

≥
𝑥

𝜍(2)
+ 𝑂(log 𝑥). 

Proof. We begin from 
  

𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
= ∏ (1 −

1

𝑝
)

𝑝|𝛼(𝑛)

≥ ∏ (1 −
1

𝑝
) =

𝜑(𝑛)

𝑛
 ,

𝑝|𝑛

 

which leads, by [1, exercises 4-5, p. 70] to 

∑
𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
≥ ∑

𝜑(𝑛)

𝑛
=

𝑥

𝜍(2)
+ 𝑂 (log 𝑥).

𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

 

The proof of the second sum is the same. 
Lemma 12. Let 𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 ≥ 1. Then 

𝑎(𝑥, 𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ) ⌊
𝑥

ⅆ
⌋ ,

𝑑|𝛼(𝑛)

 𝑎(𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ) 𝑛/ⅆ

𝑑|𝛼(𝑛)

 

𝑏(𝑥, 𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ) ⌊
𝑥

ⅆ
⌋ ,

𝑑|𝛽(𝑛)

 𝑏(𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ)𝑛/ⅆ

𝑑|𝛽(𝑛)

 . 

Proof. Using [1, Theorem 2.1, p. 25], we have  

𝑎(𝑥, 𝑛) =  ∑ 1 = ∑ ⌊
1

gcd(𝑚, 𝛼(𝑛))
⌋

⌊𝑥⌋

𝑚=1𝑚≤𝑥
gcd(𝑚,𝛼(𝑛))=1

= ∑ ∑ 𝜇(ⅆ)

𝑑| gcd(𝑚,𝛼(𝑛))

⌊𝑥⌋

𝑚=1

 

= ∑ ∑ 𝜇(ⅆ)

⌊𝑥 𝑑⁄ ⌋

𝑞=1

= ∑ 𝜇(ⅆ)⌊𝑥 ⅆ⁄ ⌋ ,

𝑑|𝛼(𝑛)𝑑|𝛼(𝑛)

 

 
and the first two relations follow. The proofs for 𝑏(𝑥, 𝑛) and 𝑏(𝑛) are similar. 
 
Lemma13. Let x be a real number ≥ 1. Then 

𝑎(𝑥, 𝑛) =
𝑥𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
− 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛), 𝑏(𝑥, 𝑛) =

𝑥𝜑(𝛽(𝑛))

𝛽(𝑛)
− 𝜀𝛽(𝑥, 𝑛),   

where {·} denoting the fractional part, 
𝜀𝛼(𝑥, 𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ){𝑥 ⅆ},   ⁄

𝑑|𝛼(𝑛)

𝜀𝛽(𝑥, 𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ){𝑥 ⅆ}   ⁄

𝑑|𝛽(𝑛)

 

Moreover, we have 
|𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)| < 𝜎0(𝛼(𝑥, 𝑛)), |𝜀𝛽(𝑥, 𝑛)| < 𝜎0(𝛽(𝑥, 𝑛)), 

 
where 𝜎0(𝑚) ≔ ∑ 1𝑑|𝑚   is the divisor function. 
Proof. By lemma12 and [1, Theorem 2.3], we have 

𝑎(𝑥, 𝑛) = ∑ 𝜇(ⅆ)

𝑑|𝛼(𝑛)

(
𝑥

ⅆ
− {

𝑥

ⅆ
}) =

𝑥𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
− ∑ 𝜇(ⅆ)

𝑑|𝛼(𝑛)

{
𝑥

ⅆ
} . 

Next, 
|𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)| ≤ ∑ |𝜇(ⅆ){𝑥 ⅆ}| ≤ ∑ {𝑥 ⅆ} <⁄

𝑑|𝛼(𝑛)

⁄

𝑑|𝛼(𝑛)

∑ 1

𝑑|𝛼(𝑛)

. 
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The proof for 𝑏(𝑥, 𝑛) is the same. 

 
Lemma 14. Let 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 1. Then 

∑ 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑂(𝑥 log 𝑥),   ∑ 𝜀𝛼(𝑛, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑂(𝑥 log 𝑥) 

and  
∑ 𝜀𝛽(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑂(𝑥 log 𝑥),   ∑ 𝜀𝛽(𝑛, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑂(𝑥 log 𝑥) 

Proof. From lemma13, we have 

|∑ 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

| ≤ ∑ ∑ |𝜇(ⅆ) {
𝑥

ⅆ
}|

𝑑|𝛼(𝑛)𝑛≤𝑥

≤ ∑ 𝜎0(𝛼(𝑛))

𝑛≤𝑥

≤ ∑ 𝜎0(𝑛) = 𝑂(𝑥 log 𝑥).

𝑛≤𝑥

 

Proceeding similarly, we get 

|∑ 𝜀𝛼(𝑛, 𝑛)

𝑛≤𝑥

| ≤ ∑ ∑ |𝜇(ⅆ)|

𝑑|𝛼(𝑛)𝑛≤𝑥

≤ ∑ 𝜎0(𝛼(𝑛)) ≤

𝑛≤𝑥

∑ 𝜎0(𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑂(𝑥 log 𝑥). 

The proof  𝜀𝛽  is the same. 
 

 Lemma 15. Let 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 1. Then 

𝑎(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥 (1 −
1

𝑛
) − 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛), 𝑏(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥 (1 −

1

𝑛
) − 𝜀𝛽(𝑥, 𝑛). 

Proof. From lemma14, we have 

𝑎(𝑥, 𝑛) =
𝑥𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
− 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥 (

𝛼(𝑛) − 1

𝛼(𝑛)
) − 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥 (1 −

1

𝑛
) − 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛). 

The proof for 𝑏(𝑥, 𝑛)is analogous. 
  

ฉ. รายงานผลการทดลอง (Results)  

   ทฤษฎีบทหลักของงานวิจัยคือสูตรในการคำนวณ ฟังกช์นัฟีคูท่ ัว่ไป ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป a(x,n) และ b(x,n) ภำยใตส้ังวัต
นาการดีรคิเลต และสังวัตนาการยนูิแทรี การประมาณค่าเชิงเส้นกำกับ และสมบัติของฟังก์ชันเลขคณติดังกล่าวมดีังต่อไปนี ้  

 Theorem 1. For a positive integer n and real number  2x , we have 

   = 
||

* ( ; x,n) ( ) /
d n

T d x d       and          = 
||

* ( ; x,n) K( ) /
d n

d x d  

Proof :  Since 𝛼(1) = 1, from its definition we get 

𝜑∗(𝛼; 𝑥, 1) =  ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝛼(1))
∗
=1

=  ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,1)∗=1

= ⌊𝑥⌋ =  ∑ 𝑇(ⅆ) ⌊
𝑥

ⅆ
⌋ .

𝑑||1

 

Let 𝑛 be a positive integer > 1 whose odd-even prime representation is 𝑛 =  𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟 . Then 
𝛼(𝑛) =  𝑝1

𝑜1 … 𝑝𝑠
𝑜𝑠 and by the inclusion- exclusion principle, we have 

𝜑∗(𝛼; 𝑥, 𝑛) = ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝛼(𝑛))
∗
=1

=   ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝑝1
𝑜1… 𝑝𝑠

𝑜𝑠)
∗
=1

=  ⌊𝑥⌋ − ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝑝1
𝑜1… 𝑝𝑠

𝑜𝑠)
∗
≠1

  

= ⌊𝑥⌋ −  ∑ ⌊
𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖

⌋

𝑠

𝑖=1

+  ∑ ⌊
𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖𝑝

𝑗

𝑜𝑗
⌋ + ⋯ + (−1)𝑠

𝑠

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠
⌋. 

Since 𝑇( 𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠 . 𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟) = 0 if there is such an integer 𝑟 ∈ ℕ, we get 
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∑ 𝑇(ⅆ)⌊𝑥 ⅆ⁄ ⌋ =  ∑ 𝑇(ⅆ)⌊𝑥 ⅆ⁄ ⌋

𝑑||𝑝1
𝑜1… 𝑝𝑠

𝑜𝑠𝑑||𝑛

 

= 𝑇(1)⌊𝑥⌋ + ∑ 𝑇(𝑝𝑖
𝑜𝑖) ⌊

𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖

⌋

𝑠

𝑖=1

+ ∑ 𝑇 (𝑝𝑖
𝑜𝑖𝑝

𝑗

𝑜𝑗) ⌊
𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖𝑝

𝑗

𝑜𝑗
⌋ + ⋯ + 𝑇(𝑝1

𝑜1 … 𝑝𝑠
𝑜𝑠)

𝑠

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠
⌋ 

= ⌊𝑥⌋ −  ∑ ⌊
𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖

⌋

𝑠

𝑖=1

+  ∑ ⌊
𝑥

𝑝𝑖
𝑜𝑖𝑝

𝑗

𝑜𝑗
⌋ + ⋯ + (−1)𝑠

𝑠

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠
⌋ =  𝜑∗(𝛼; 𝑥, 𝑛). 

Since 𝜑∗(𝛼; 𝑛) =  𝜑∗(𝛼; 𝑛, 𝑛),  the first two relations follow. To verify the second set of relations, we first 
look at the case 𝑛 = 1. Since 𝛽(1) = 1, 𝑤𝑒 ℎ𝑎𝑣𝑒 

𝜑∗(𝛽; 𝑥, 1) =
∑ 1

𝑚≤𝑥

(𝑚,𝛽(1))∗ = 1

=
∑ 1

𝑚≤𝑥

(𝑚,1)∗ = 1

= ⌊𝑥⌋ = ∑ 𝐾(ⅆ) ⌊
𝑥

ⅆ
⌋ .

𝑑||𝑛

 

Let 𝑛 be a positive integer > 1 whose odd-even prime representation is 𝑛 =  𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟 . Then 
𝛽(𝑛) =  𝑞1

𝑜1 … 𝑞𝑠
𝑜𝑠 and by the inclusion- exclusion principle, we have 

𝜑∗(𝛽; 𝑥, 𝑛) = ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝛽(𝑛))
∗
=1

=   ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝑞1
𝑒1… 𝑞𝑟

𝑒𝑟)
∗
=1

=  ⌊𝑥⌋ − ∑ 1
𝑚≤𝑥

(𝑚,𝑝1
𝑒1… 𝑝𝑟

𝑒𝑟)
∗
≠1

  

= ⌊𝑥⌋ − ∑ ⌊
𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖

⌋

𝑟

𝑖=1

+  ∑ ⌊
𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖𝑞

𝑗

𝑒𝑗
⌋ + ⋯ + (−1)𝑟

𝑟

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟
⌋. 

Since 𝐾( 𝑝1
𝑜1 … 𝑝𝑠

𝑜𝑠 . 𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟) = 0 if there is such an integer 𝑠 ∈ ℕ, we get 
∑ 𝐾(ⅆ) ⌊

𝑥

ⅆ
⌋ =  ∑ 𝑇(ⅆ) ⌊

𝑥

ⅆ
⌋

𝑑||𝑞1
𝑒1… 𝑞𝑟

𝑒𝑟𝑑||𝑛

 

= 𝐾(1)⌊𝑥⌋ + ∑ 𝐾(𝑞𝑖
𝑒𝑖) ⌊

𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖

⌋

𝑟

𝑖=1

+ ∑ 𝐾 (𝑞𝑖
𝑒𝑖𝑞

𝑗

𝑒𝑗) ⌊
𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖𝑞

𝑗

𝑒𝑗
⌋ + ⋯ + 𝐾(𝑞1

𝑒1 … 𝑞𝑟
𝑒𝑟)

𝑟

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟
⌋ 

= ⌊𝑥⌋ −  ∑ ⌊
𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖

⌋

𝑟

𝑖=1

+  ∑ ⌊
𝑥

𝑞𝑖
𝑒𝑖𝑞

𝑗

𝑒𝑗
⌋ + ⋯ + (−1)𝑟

𝑟

𝑖,𝑗=1
𝑖<𝑗

⌊
𝑥

𝑞1
𝑒1 … 𝑞𝑟

𝑒𝑟
⌋ =  𝜑∗(𝛽; 𝑥, 𝑛). 

Since 𝜑∗(𝛽; 𝑛) =  𝜑∗(𝛽; 𝑛, 𝑛), the last two relations follow. 
  Theorem 2. Let x be real number 2 . Then 

 


= 
| (n)

(x,n) ( ) / ,
d

a d x d       


= = 
| (n)

(n,n) : ( ) ( )n/ d,
d

a a n d  

 


= 
| (n)

b(x,n) ( ) / ,
d

d x d       


= = 
| (n)

(n,n) : ( ) ( )n/ d
d

b b n d  

Proof. Using [1, Theorem 2.1, p. 25], we have  

𝑎(𝑥, 𝑛) =  ∑ 1 = ∑ ⌊
1

gcd(𝑚, 𝛼(𝑛))
⌋

⌊𝑥⌋

𝑚=1𝑚≤𝑥
gcd(𝑚,𝛼(𝑛))=1

= ∑ ∑ 𝜇(ⅆ)

𝑑| gcd(𝑚,𝛼(𝑛))

⌊𝑥⌋

𝑚=1

 

= ∑ ∑ 𝜇(ⅆ)

⌊𝑥 𝑑⁄ ⌋

𝑞=1

= ∑ 𝜇(ⅆ)⌊𝑥 ⅆ⁄ ⌋ ,

𝑑|𝛼(𝑛)𝑑|𝛼(𝑛)

 

 
and the first two relations follow. The proofs for 𝑏(𝑥, 𝑛) and 𝑏(𝑛) are similar. 
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Corollary 1. Let n be positive integer and x be real number 2 .  

i) If  on E , then 

   = 
||

* ( ; x,n) ( ) /
d n

d x d ,     =* ( ;n) * (n) , 

   =* ( ; x,n) x ,     =* ( ;n) n . 

ii) If  on E , then 

   =* ( ; x,n) x ,     =* ( ;n) n , 

   = 
||

* ( ; x,n) ( ) /
d n

d x d ,     =* ( ;n) * (n) . 

Proof. The results hold trivially for 𝑛 = 1.  

i) For n = 1, since n ∈ E0, we have α(n) = n, β(n) = 1, T(n) = μ̅(n) and k(n) = 0, and the assertions are 
immediate consequences of Theorem1. The proof for ii) is similar. 

Corollary 2.                                     =* ( ;n) * ( ;n) * ( )n n . 

Proof. Clearly, 𝜑∗(𝛼; 1)𝜑∗(𝛽; 1) = 1 × 1 = 1 × 𝜑∗(1). Let 𝑛 > 1 whose odd-even prime representations is 

𝑛 = 𝑝1
𝑜1 ⋯ 𝑝𝑠

𝑜𝑠𝑞1
𝑒1 ⋯ 𝑞𝑟

𝑒𝑟 . We have 

𝜑∗(𝛼; 𝑛) = ∏(𝑝𝑖
𝑜𝑖 − 1)

𝑠

𝑖=1

𝑞1
𝑒1 ⋯ 𝑞𝑟

𝑟𝑒 , 𝜑∗(𝛽; 𝑛) = 𝑝1
𝑜1 ⋯ 𝑝𝑠

𝑜𝑠 ∏ (𝑞
𝑗

𝑒𝑗 − 1)

𝑟

𝑗=1

 

Corollary 3. For prime p and a ∈ ℕ, we have 

 a(pa) = {
pa   ⅈf a  ⅈs even

φ(pa)  ⅈf a  ⅈs odd
  ,   b(pa) = {

φ(pa)   ⅈf a  ⅈs even

pa       ⅈf a  ⅈs odd.
    

Proof. For even a, we have α(pa) = 1, β(pa) = pa and so 
a(pa) = ∑ 1 =

m≤pa

gcd(m,1)=1

pa, b(pa) = ∑ 1 =

m≤pa

gcd(m,1)=1

φ(pa). 

The proof of the case of odd a is similar. 
Corollary 4. For a positive integer n and prime p, we have 
i)  =(n)b(n) n (n);a  

ii) 


= −
| ( )

(n) n (1 1 / p),
p n

a    


= −
| ( )

b(n) n (1 1 / p)
p n

. 

Proof. Part i) is an immediate consequence of Corollary 4. Part ii) follows from the Theorem2 and the identity ([1, 
Theorem 2.18]) ∑ 𝜇(ⅆ)𝑓(ⅆ) = ∏ (1 − 𝑓(𝑝))𝑝|𝑛𝑑|𝑛  by taking the multiplicative function 𝑓(𝑛) = 1 𝑛⁄  . 
Theorem 3. Let 𝑥 𝜖 ℝ, 𝑥 ≥ 2. Then 

∑ 𝜑∗(𝛼; 𝑛)

𝑛≤𝑥

=
𝑥2

2
∏ (1 −

𝑝

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)
)

𝑝 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

+ 𝑂(𝑥𝑙𝑜𝑔2𝑥) 

∑ 𝜑∗(𝛼; 𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑥2 ∑
𝑇(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3

𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥) 

∑ 𝜑∗(𝛽; 𝑛)

𝑛≤𝑥

=
𝑥2

2
∏ (1 −

1

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝2 + 1)
) + 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2 𝑥)

𝑝 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

 

∑ 𝜑∗(𝛽; 𝑥, 𝑛) = 𝑥2 ∑
𝐾(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3
+ 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥) .

𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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Proof. From Theorem 1, we have 
∑ 𝜑∗(𝛼; 𝑛) = ∑ ∑ ⅆ𝑇(𝛿) =

𝑑𝛿=𝑛
gcd(𝑑,𝛿)=1

𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

∑ 𝑇(𝛿)

𝛿≤𝑥

∑ ⅆ .
𝑑≤𝑥/𝛿

gcd(𝑑,𝛿)=1

 

Putting 𝜎1(𝑥, 𝑛) ∶= ∑ 𝑚,𝑚≤𝑥
gcd(𝑚,𝑛)=1

  and using Cohen’s estimate ([2, Lemma 4.1])  

𝜎1(𝑥, 𝑛) =
𝑥2𝜑(𝑛)

2𝑛
+ 𝑂(𝑥ⅆ̅(𝑛)), 

the relation (1) follows from 

∑ 𝜑∗(𝛼; 𝑛) = ∑ 𝑇(𝛿)

𝛿≤𝑥

𝜎1(𝑥 𝛿, 𝛿⁄ ) =
𝑥2

2
∑

𝑇(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3

𝛿≤𝑥𝑛≤𝑥

+ 𝑂 (𝑥 ∑
𝑇(𝛿)ⅆ̅(𝛿)

𝛿
𝛿≤𝑥

) 

=
𝑥2

2
∑

𝑇(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3
−

𝑥2

2

∞

𝛿=1

∑
𝑇(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3

𝛿>𝑥

+ 𝑂 (𝑥 ∑
𝑇(𝛿)ⅆ̅(𝛿)

𝛿
𝛿≤𝑥

) 

=
𝑥2

2
∑

𝑇(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3

∞

𝛿=1

+ 𝑂(𝑥) + 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥),  

where the last two estimates are taken from Lemma9, and the value of infinite sum is taken from Lemma 8. 
The proof of (2) analogously follows from 

∑ 𝜑∗(𝛼; 𝑥, 𝑛) = 𝑥 ∑ ∑
𝑇(ⅆ)

ⅆ
− ∑ ∑ 𝑇(ⅆ)

𝑑‖𝑛

{
𝑥

ⅆ
}

𝑛≤𝑥𝑑‖𝑛𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

 

= 𝑥2 ∑
𝑇(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3

𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥) + 𝑂(𝑥 log 𝑥) 

The proofs of (3) and (4) proceed in the same manner as follows: 
∑ 𝜑∗(𝛽; 𝑛) = ∑ ∑ ⅆ𝐾(𝛿) = ∑ 𝐾(𝛿)

𝛿≤𝑥𝑑𝛿=𝑛
(𝑑,𝛿)=1

𝑛≤𝑥𝑛≤𝑥

∑ ⅆ =

𝑑≤𝑥 𝛿⁄
(𝑑,𝛿)=1

∑ 𝐾(𝛿)

𝛿≤𝑥

𝜎1(𝑥 𝛿, 𝛿)⁄  

=
𝑥2

2
∑

𝐾(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3
+ 𝑂 (𝑥 ∑

𝐾(𝛿)ⅆ̅(𝛿)

𝛿
𝛿≤𝑥

)

𝛿≤𝑥

 

=
𝑥2

2
∑

𝐾(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3

∞

𝛿=1

−
𝑥2

2
∑

𝐾(𝛿)𝜑(𝛿)

𝛿3

𝛿>𝑥

+ 𝑂 (𝑥 ∑
𝐾(𝛿)ⅆ̅(𝛿)

𝛿
𝛿≤𝑥

) 

=
𝑥2

2
𝐾1 + 𝑂(𝑥) + 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥) 

           and 

∑ 𝜑∗

𝑛≤𝑥

(𝛽; 𝑥, 𝑛) = 𝑥 ∑ ∑
𝐾(ⅆ)

ⅆ
− ∑ ∑ 𝐾(ⅆ)

𝑑‖𝑛𝑛≤𝑥𝑑‖𝑛𝑛≤𝑥

{
𝑥

ⅆ
} 

= 𝑥2 ∑
𝐾(𝑛)𝜑(𝑛)

𝑛3

𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 𝑙𝑜𝑔2𝑥) + 𝑂(𝑥 log 𝑥) . 

Theorem 6. Let 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 2. Then 
𝑥2

𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) ≤ ∑ 𝑎(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥2

𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) 

𝑥2

2𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) ≤ ∑ 𝑎(𝑛)

𝑛≤𝑥

≤
𝑥2

2
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) 

𝑥2

𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) ≤ ∑ 𝑏(𝑥, 𝑛) ≤ 𝑥2 + 𝑂(𝑥 log 𝑥)

𝑛≤𝑥

 

𝑥2

2𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) ≤ ∑ 𝑏(𝑛) ≤

𝑛≤𝑥

𝑥2

2
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) . 

Proof. To prove (5), we start from Lemma 13 and making use of Lemma 14 to get 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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∑ 𝑎(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

≤ 𝑥 ∑ (1 −
1

𝑛
)

𝑛≤𝑥

− ∑ 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑥 ∑ 1

𝑛≤𝑥

− 𝑥 ∑
1

𝑛
𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) = 𝑥2 + 𝑂(𝑥 log 𝑥) . 

For the opposite estimate, from Theorem 2, Lemmas 11 and 13, we get 

∑ 𝑎(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

= 𝑥 ∑
𝜑(𝛼(𝑛))

𝛼(𝑛)
𝑛≤𝑥

− ∑ 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛)

𝑛≤𝑥

≥
𝑥2

𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥). 

To prove (6), we put x = n in Lemma 12 to get 
𝑎(𝑛) = 𝑎(𝑛, 𝑛) ≤ 𝑛(1 − 1 𝑛⁄ ) − 𝜀𝛼(𝑥, 𝑛) 

and then use Lemma 14 to deduce that 

∑ 𝑎(𝑛)

𝑛≤𝑥

≤ ∑ 𝑛 (1 −
1

𝑛
)

𝑛≤𝑥

− ∑ 𝜀𝛼

𝑛≤𝑥

(𝑛, 𝑛) = ∑ 𝑛

𝑛≤𝑥

− ∑ 1

𝑛≤𝑥

+ 𝑂(𝑥 log 𝑥) =
𝑥2

2
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥). 

 
Since 𝜑(𝑛) = 𝑛 ∏ (1 − 1/𝑝)𝑝|𝑛 ≤ 𝑛 ∏ (1 − 1 𝑝⁄ )𝑝|𝛼(𝑛) = 𝑎(𝑛), by [1, Theorem 3.7], we have 

∑ 𝑎(𝑛)

𝑛≤𝑥

≥ ∑ 𝜑(𝑛)

𝑛≤𝑥

=
𝑥2

2𝜍(2)
+ 𝑂(𝑥 log 𝑥). 

The proofs of (7) and (8) are the same as those of (5) and (6), respectively. 
 
สำหรับสูตรการคำนวณด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ด้วยภาษาไพทอนของฟังก์ชันฟีคู่ท่ัวไป ฟังก์ชันฟีคี่ทั่วไป ฟังก์ชันa(x,n)  
   และฟังก์ชันb(x,n) และสมบัติที่เกี่ยวข้องแสดงในภาคผนวก  

ช. ข้อวิจารณ์ (Discussion) 
จากรายงานผลการวิจัยซึ่งจะเป็นไปตามวัตถุประสงค์ข้อที่ 1 – 5  

  ซ. สรุปและข้อเสนอแนะ (Conclusion) 
          สูตรของฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป และฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไปสำมำรถแสดงดว้ยบำงฟังกช์นัเลขคณิตภำยใตส้งัวตันำดรีคิเลต ฟังกช์นั
a(x,n) และฟังก์ชนั b(x,n) สำมำรถแสดงดว้ยบำงฟังก์ชนัเลขคณิตภำยใต้สงัวตันำยูนิแทร ีรวมถงึสมบตัทิีเ่กี่ยวขอ้งกบักำร

พสิูจน์ฟังก์ชนัดงักล่ำว ตรวจสอบสูตรกำรค ำนวณและสมบตัติ่ำงๆ ดว้ยทฤษฎีเชงิตวัเลขโปรแกรมคอมพวิเตอร์ไพทอน สูตร

กำรประมำณค่ำเชิงเส้นก ำกับและสมบตัิที่เกี่ยวข้องของฟังก์ชนัฟีคู่ทัว่ไป ฟังก์ชนัฟีคี่ทัว่ไป ฟังก์ชนั a(x,n) และฟังก์ชัน 
b(x,n) ถูกแสดงในงำนวจิยันี้ ซึง่จะเป็นองคค์วำมรูใ้หม่ใหก้บันักวจิยัทำงทฤษฎจี ำนวน 
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    7.2 ตารางแสดงความก้าวหน้าของผลงานวิจัย  
 ตารางที่ 7.1 ความก้าวหน้าของผลงานวิจัย ณ ช่วงรายงานเมื่อเทียบกับแผนงานวิจัยทั้งโครงการ 

    
 แผนงานวิจัยทั้งโครงการที่วางไว้         ผลงานวิจัยท่ีดำเนินจนถึงปัจจุบัน 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รายละเอียดของแผนงาน ความก้าวหน้าผลงานวิจัย ปีที่ 1 (ปี 2566) ผลงานที่ได้ 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  
1. สืบค้นและ ทบทวนงานวิจัย 
 

             

2. ศึกษา รวบรวม ทฤษฎี สมบตัิและงานวิจัยที่
เกี่ยวข้อง 

             

3. กำหนดฟังก์ชันเลขคณิตทีต่้องการวิเคราะห์ 
วิเคราะห์ และพสิจูน์สมบตัทิำงพชีคณิตและกำร
ประมาณค่าเชิงเส้นกำกับของฟังก์ชัน วิเคราะหส์ูตร
ที่ใช้คำนวณของฟังก์ชันเลขคณิต  

             

4. ตรวจสอบความถูกต้องกับผู้เช่ียวชาญและเครื่อง
คอมพิวเตอร ์

             

5. วิเคราะห์และสรุปผลทีไ่ด้จากการตรวจสอบ 
แก้ไขปรับปรุง 

             

6. นำผลการวจิัยมาสรุปผล จดัเตรียม
เอกสารรายงาน เตรียมนำเสนอผลงานหรือตีพิมพ์
ผลงานวิจัย 

            นำเสนอผลงานวิจัยที่
งานประชุมวิชาการ
ระดับนานาชาต ิ
AMM2023 &ICNA 
2023 เมื่อวันที่ 30 มิ.ย. 
– 2 ก.ค. 2566 และ
ได้รับการตอบรับตีพิมพ์
ในวารสาร Thai 
Journal of 
Mathematics 
Special Issue 2003 
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ตารางที่ 7.2 เป้าหมายผลงานในแต่ละช่วงเวลา 

ปีที ่ เดือนที ่ รายละเอียดของแผนงาน ผลงานที่คาดว่าจะได้รับ 
ตอบวัตถุประสงค์

ข้อใด 
ผลจากการปฏิบัติงาน

จริง 
ความสำ 
เร็จ (%) 

1 1 - 6 1. สืบค้นและ ทบทวน
งานวิจัย 
2. ศึกษา รวบรวม ทฤษฎี 
สมบัติและงานวิจัยที่
เกี่ยวข้อง 

ได้ความรู้ความเข้าใจ
พื้นฐานสำหรับงานวิจัย 
รวมถึงทฤษฎีและสมบตัิ
บางประการที่จำเป็น กับ
งานวิจัย  

ข้อ 1.  
ข้อ 3. 
 

ได้ความรู้ความเข้าใจ
พื้นฐานเกี่ยวกับงานวิจัย 
รวมถึงทฤษฎีและสมบตัิ
บางประการที่จำเป็น กับ
งานวิจัย 

100% 

  3. กำหนดฟังก์ชันเลขคณิต
ที่ต้องการวิเคราะห์และ
พสิจูน์สมบตัทิำงพชีคณิต

และกำรประมาณค่าเชิง

เส้นกำกับของฟังก์ชัน  

ได้สตูรการคำนวณของ
ฟังก์ชันเลขคณิตที่ต้องการ
วิเคราะห์ สมบตัิทาง
พีชคณิตที่เกี่ยวข้อง และ
สูตรการประมาณค่าเชิง
เส้นกำกับของฟังก์ชัน 

ข้อ 2. 
ข้อ 3. 
ข้อ 4. 

ได้สตูรในกำรค ำนวณ
ของฟังกช์นัฟีคู่ทัว่ไป 
ฟังกช์นัฟีคีท่ ัว่ไป 
a(x,n) และb(x,n)  และ
สมบตัิทำงพชีคณิตที่
จ ำเป็น 

100% 

  4. ตรวจสอบความถูกต้อง
กับผู้เช่ียวชาญและ
โปรแกรมคอมพิวเตอร ์
5. วิเคราะห์และสรุปผลที่
ได้จากการตรวจสอบ แก้ไข
และปรับปรุง 

ได้ตรวจสอบความถูกต้อง
ของสูตรการคำนวณของ
ฟังก์ชันเลขคณิตที่ต้องการ
วิเคราะห์และสูตรการ
ประมาณค่าเชิงเส้นกำกับ
ของฟังก์ชัน 

ข้อ 2. 
ข้อ 4. 
ข้อ 5. 
 

ได้สตูรในการคำนวณของ
ฟังก์ชันฟีคู่ทั่วไป 
ฟังก์ชันฟีคี่ทั่วไป a(x,n)
และb(x,n) ที่ถูกต้อง 

100% 

  6. นำผลการวจิัยมาสรุปผล 
จัดเตรียมเอกสารรายงาน 
เตรียมนำเสนอผลงานหรือ
ตีพิมพ์ผลงานวิจยั 

สรุปผลงานวิจัยและ
เผยแพร่งานวิจยั 

ข้อ 2. 
ข้อ 4. 
 

นำเสนอส่วนหน่ึงของ
งานวิจัยท่ีงาน AMM2023 
&ICNA 2023 เมื่อวันท่ี 30 
มิ.ย. – 2 ก.ค. 2566 และ
ได้รับการตอบรับตีพิมพ์ใน
วารสาร Thai Journal of 
Mathematics Special 
Issue 2023 

100% 

 

       งานสำเร็จตามเป้าหมายที่เสนอไว้หรือไม ่
งานวิจัยสำเร็จเป็นไปตามเป้าหมาย 

❑ อุปสรรคหรือปัญหา 
      - 

❑ แนวทางในการแก้ไขปัญหาและอปุสรรค 
      - 

 
8. รายละเอียดงบประมาณ 

 (ระบุรายละเอียดในแตล่ะหมวดอย่างชัดเจน) 
 งบประมาณปีท่ี 1      (2565 ) จำนวนเงิน            146,000  บาท 
 งบประมาณงวดที่ไดร้ับไปแล้ว       2 งวด จำนวนเงิน       146,000 บาท 
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 ตารางที่ 8.1 รายละเอียดงบประมาณ 
รายละเอียดงบประมาณ งบประมาณที่ได้รับ 

(บาท) 
ใช้จ่าย (บาท) ยอดคงเหลือ(บาท) 

ค่าวัสดุ ได้แก่ วัสดุสำนักงาน เช่น กระดาษ ปากกา 
หมึกพิมพ์งาน วัสดไุฟฟ้าและวิทย ุเช่น ปลั๊กไฟ 
วัสดุคอมพิวเตอร์ เช่น คีย์บอรด์ mouse เเละ
External hard disk และหนังสือ 

35,000 24,466.60  10,533.40 

ค่าใช้สอย    
1. ค่าพิมพ์เอกสาร ถ่ายเอกสาร และรวมเลม่
รายงาน 

10,000 3,871.15 6,128.85 

2. ค่าเดินทาง  12,000 10,500 1,500 
3. ค่าลงทะเบียนนำเสนอผลงาน และ 35,000 4,076 30,924 
ค่าใช้จ่ายในการเข้าร่วมประชุม ไดแ้ก่  
ค่าเดินทาง และคา่ที่พัก  

   

ค่าจ้างชั่วคราว 
1. ค่าตอบแทนผู้เช่ียวชาญ 
2. ค่าตอบแทนผู้ช่วยวิจัย 

 
30,000 
24,000 

 
30,000 
19,000 

 
0 
5,000 

รวม 146,000 91,913.75 54,086.25 
 
จะขอเบิกงบประมาณงวดต่อไป (งวดที ่    - )  จำนวน     - บาท 
9. ผลงานวิจัย พัฒนาและวิศวกรรม 
 ที่ได้ทำไปแล้วคิดเป็นร้อยละ      100% ของงานวิจัย ตลอดโครงการ 
 

……………………………………………………… 

(………ดร. ผสุดี……อย่างกลั่น………) 

หัวหน้าโครงการ 

วันท่ี………10…ธันวาคม…2566………… 

10. ความเห็นของนักวจิัยพ่ีเลี้ยง (mentor) / ผู้บังคับบัญชา 
 โปรดให้ความเห็นในประเด็นต่อไปนี้  

❑ ความใหม่ขององค์ความรู้ที่สร้างจากโครงการนี้  
❑ การพัฒนาความสามารถในการวิจยัของหัวหน้าโครงการ  
❑ โอกาสในการนำองค์ความรู้ที่ได้ไปเป็นหัวข้อในการวิจัยและพัฒนาตอ่ 
❑ งานวิจัยนี้จัดอยู่ใน Strategic research theme ใดของมหาวิทยาลยั 

  

  

……………………………………………………. 

(……รศ.ดร...นิตมิา……อัจฉรยิะโพธา…..) 

นักวิจัยพี่เลี้ยง / อาจารย์ที่ปรึกษา / ผู้บังคับบัญชา 

วันท่ี ………10…ธันวาคม…2566………… 

x

X

ผู้วิจัยได้นำเสนอองค์ความรู้ใหม่ที่จะเป็นประโยชน์กับนักวิจัยทางทฤษฎีจำนวน นอกจากนี้ยังใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ภาษาไพทอน

มาช่วยในการคำนวณและตรวจสอบความถูกต้องทางทฤษฎี จึงเป็นการสร้างความเข้มแข็งทางด้านการวิจัยแก่ผู้วิจัยเพื่อการพัฒนาต่อไป
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ภาคผนวก  แสดงสูตรการคำนวณด้วยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ภาษาไพทอน 

1. (𝑎, 𝑏)∗  

2. e-odd part และ e-even part   
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Ver 01. 2018-04-20 
แบบวิจัย 09 

Page 23 of 24 

3. Odd phi function (ฟังก์ชันฟีค่ี) และ Even phi function (ฟังก์ชันฟีคู่) 

 

4. The generalized odd phi function (ฟังก์ชันฟีคี่ทั่วไป) และ The generalized even phi function  

(ฟังก์ชันฟีคู่ทั่วไป) 
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5. ฟังก์ชัน 𝑎(𝑥, 𝑛) และ 𝑏(𝑥, 𝑛) 
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